
ä"ñùú åéúñ – úåöåá÷ä úøåú ñøå÷

(28.12.2004 ,2 äñøâ) íéøãåñä íéøôñîä :'æ ÷øô

éúù úååùäì íéàá åðà øùàë .áèéä úåøåãñ úåöåá÷ éúù úååùäì ãéîú íéìåëé åðàù åðì øîåà 122 èôùî
úåòöîàá úàæ íéùåò åðà àìà åæì åæ ïúåà úååùäì íéëéøö åððéà éë ãçåéîá çåð åðáöî úåéôåñ úåöåá÷
úååùäì éãëå ,øôñî úéôåñ äøåãñ äöåá÷ ìëì íàúåî êë .íééòáèä íéøôñîä íò úåöåá÷ä úàååùä
íâ øáãä åúåà úà äúò äùòð åðà .ïäìù íéøôñîä úà úååùäì íéëéøö ÷ø åðà úåéôåñ úåöåá÷ éúù
A äöåá÷ä éë òãð æàå åìàë úåöåá÷ì íâ øôñî ìù âùåî øéãâð øîåìë ,úåéôåñðéà áèéä úåøåãñ úåöåá÷ì

.B ìù äæì äååù åà ïè÷ A ìù øôñîä ííà B ìù àùéøì úéôøåîåæéà
úåöåá÷ì äùòð øáãä ãöéë äìéçú äàøð ïäùìë áèéä úåøåãñ úåöåá÷ì íéøôñî øéãâäì íéàá åðà øùàë
íéîöòë íééòáèä íéøôñîä úà äæ ñøå÷á åðìá÷ äúò ãò .úåöåá÷ä ììëì úåùòì äî êëî ãîìðå úåéôåñ
åìîøö .úåîééåñî úåöåá÷ë íúåà øéãâäì íâ íéìåëé åðàù äàøð úòë .õåçáî úåöåá÷ä úøåúì åàáù
äöåá÷ä àåäù 0 øôñîá íéìéçúî íä øîåìë ,∅, {∅}, {{∅}}, . . . -ë íééòáèä íéøôñîä úà øéãâä
íééòáèä íéøôñîä úà øéãâä ïîéåð ïåô .{n} äãéçéä úöåá÷ àåä åìù á÷åòä n øôñî ìëìå ,∅ ä÷éøä

äöåá÷ä àåä n éòáè øôñî ìë ,øîåìë ,∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, . . . -ë
íéìåëé åððéà åìîøö ìù íéøôñîä úà .åðîî íéðè÷ä íééòáèä íéøôñîä ìë ìù {0, 1, 2, . . . , n − 1}
ïåùàøä øôñîä ,ìùîìå ,íéìåëé åðà ïîéåð ïåô ìù íéøôñîä úà ìáà ,íééòáèä íéøôñîì øáòî êéùîäì
.ω-á ,úéçëåðä äøèîì ,äúåà ïîñðù ,íééòáèä íéøôñîä ìë úöåá÷ äéäé íééòáèä íéøôñîì øáòî

{0, 1, 2, . . . , ω, ω′} àåä åì á÷åòäå ,{0, 1, 2, . . . , ω} àåä ω′-á åðîñðù ,ω-ì á÷åòä øãåñä
.íéøãåñ øåöé÷áå ,íéøãåñ íéøôñî àø÷ð ìá÷ðù íéøôñîìå ïîéåð ïåô ìù äøãâää ïî ,ïë íà ,àöð åðà

.øãåñä øôñîä âùåî úà øéãâäì ãöéë ïäî ãîìðå ïîéåð ïåô ìù íéøôñîä ìù úåðåëúä ïäî úòë äàøð
íéðè÷ä íéøôñî íä äæë m øôñî ìù íéøáéàäå ,åðîî íéðè÷ä m íéøôñîä íä n øôñî ìù íéøáéàä
úàæå ,n ìù øáéà àåä n ìù øáéà ìù øáéà éë åðéàø êë .n ìù íéøáéà íäå n-î íéðè÷ íâ ïëìå ,m-î

.íéðééðåòî åðà äá äðåùàøä äðåëúä àéä
íìãåâ éôì íéøôñîä øãñ úà âöééîä ñçéä éøä øúåé ìåãâ øôñî ìù øáéà àåä øúåé ïè÷ øôñîù ïååéëî
íéöåø åðà ïëìå ìéòì åðéàøù úåàîâåãá åîë äæ øçà äæ íéðåá åðà íéøôñîä úà .∈ úåøáéàä ñçé àåä
øùàë áèéä äøåãñ äöåá÷ åîöòá àåä øôñîù àéä äéðùä äðåëúä ïëì .áåè øãñ äéäé íäìù øãñäù

.∈ úåøáéàä ñçé àåä øãñä ñçé
ïàë åðøëæäù äðåùàøä äðåëúá ÷åñòð ïë éðôì .128-á øãåñä âùåî ìù äøãâää ññáúú åììä úåðåëúä ìò

.äöåá÷ä ìù øáéà àåä äöåá÷ ìù øáéà ìù øáéà ìëù àéäå

êëì ìå÷ù äæ) .A ìù øáéà àåä A ìù øáéà ìù øáéà ìë íà úéáéèéæðøèúéáéèéæðøèúéáéèéæðøè úàø÷ð A ä÷ìçî .äøãâääøãâääøãâä .126
.( x ⊆ A x ∈ A ìëìù êëì íâå ,

⋃
A ⊆ A -ù

ïéçáäì ùéå ,ñçé ìù úåéáéèéæðøèä âùåî ïéáì ,ïàë øãâåäù ,ä÷ìçî ìù úåéáéèéæðøèä âùåî ïéá ìáìáì ïéà
.øù÷ää éôì íäéðéá

:æà úåéáéèéæðøè úåöåá÷ íä A éøáéà ìë íà .äîìäîìäîì .127
.éáéèéæðøè àåä

⋃
A íãåçà íâ .à

.éáéèéæðøè àåä
⋂

A íëåúéç íâ æà A 6= ∅ íà .á

:íà øãåñøãåñøãåñ ,øåöé÷á ,åà øãåñ øôñîøãåñ øôñîøãåñ øôñî àø÷éú x äöåá÷ éë øéãâð ìéòìã ïåéãä ìò ññáúäá .äøãâääøãâääøãâä .128
.úéáéèéæðøè äöåá÷ x .à

.∈-ä ñçé é"ò áèéä äøåãñ x .á
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.íéøãåñ åðîñé α, β, γ, δ úåéðååéä úåéúåàä

.øãåñ àåä ∅ .èôùîèôùîèôùî .129

.α 6∈ α íéé÷ α øãåñ ìëì .èôùîèôùîèôùî .130
.x 6∈ x x ∈ α ìëì øîåìë ,úåéáéñ÷ìôøéà úîéé÷ èøôáå α úà øãñî ∈ ,øãåñä âùåî úøãâä éôì .äçëåääçëåääçëåä

.α ∈ α -ù äçðäì äøéúñá ,α 6∈ α íéé÷ äéäå x = α åá äø÷îá íâ ïåëð äæ ììë äéä α ∈ α äéä åìéà

.øãåñ àåä α ∪ {α} íâ æà øãåñ àåä α íà .èôùîèôùîèôùî .131
α éë ,x ∈ α ⊆ α ∪ {α} æàå x ∈ y ∈ α -ù åà æà x ∈ y ∈ α ∪ {α} íà :úéáéèéæðøè α ∪ {α} .äçëåääçëåääçëåä

.x ∈ α ⊆ α ∪ {α} -å y = α æàå ,x ∈ y ∈ {α}-ù åà ,úéáéèéæðøè
âùåî úøãâä éôì x 6∈ x æà x ∈ α íà .x ∈ α ∪ {α} éäé :úåéáéñ÷ìôøéà :∈ é"ò áèéä äøåãñ α ∪ {α}

.130 éôì x 6∈ x æà x = α íà ,øãåñä
.x ∈ y ∈ z ,x, y, z ∈ α∪{α} åéäé :(α∪{α} êåúá øãñä úåéáéèéæðøèì àéä ïàë äðååëä) úåéáéèéæðøè
øåàì ,ïëì x ∈ y ∈ z -å x, y, z ∈ α úòë .x ∈ α íâ ïëìå y ∈ α íâ α úåéáéèéæðøè øåàì æà z ∈ α íà

.x ∈ α = z íéé÷ ,α úåéáéèéæðøè øåàì æà z = α íà .x ∈ z ,α ìò ∈ úåéáéèéæðøè
α-á íäéðù íà .x ∈ α = y æà α àåä ,y øîàð ,íäî ãçà íà .x 6= y ,x, y ∈ α ∪ {α} åéäé :äàååùä

.y ∈ x åà x ∈ y íéé÷ øãåñ α-ù ïååéëî æà
éøòæî y íéé÷ α úà áèéä øãñî ∈-ù ïååéëî æà A ∩ α 6= ∅ íà .∅ 6= A ⊆ α ∪ {α} éäú :áåè øãñ
x = α íàå ,y ∈ x åà y = x ,y úøãâä éôì ,æà x ∈ α íà .x ∈ A éäé .A-á éøòæî y éë äàøð .A∩α -á

.A ìù éøòæîä øáéàä àåä α-å A = {α} æà A ∩ α = ∅ íà .A-á éøòæîä àåä y êëå ,y ∈ α = x æà

.øãåñ àåä øãåñ ìù øáéà ìë .èôùîèôùîèôùî .132
y ∈ α íâ z ∈ α -å úéáéèéæðøè α-ù ïååéëî .x ∈ y ∈ z åéäé .úéáéèéæðøè z-ù çéëåð .z ∈ α éäé .äçëåääçëåääçëåä
øãñî ∈ éë äàøð úòë .x ∈ z íéé÷ α ìò ∈ úåéáéèéæðøè øåàì ,æà x, y, z ∈ α -ù úòë .x ∈ α íâ ïëìå
áèéä øãñî íâ àåä ,116 éôì ,ïëìå ,α úà áèéä øãñî ∈ .z ⊆ α úéáéèéæðøè α-ù ïååéëî .z úà áèéä

.z úà

.β ∈ α åà β = α æà β ⊆ α íà ïëì .b ∈ α åà b = α æà úéáéèéæðøè b ⊆ α íà .à .èôùîèôùîèôùî .133

.α > øãåñ àåä b ííà α ìù ùîî àùéø àåä b -å ,α ≥ øãåñ àåä b ííà α ìù àùéø àåä b .á
ïëìå ,x 6∈ α\b x ∈ y ìëì íéé÷ y úåéøòæî øåàì ,æà .α\b ìù éøòæîä øáéàä y éäé b α íà .à .äçëåääçëåääçëåä
x, y ∈ α -ù íåùî æà x 6∈ y íà .x ∈ b éäé .b = y ∈ α ïëìå b ⊆ y éë äúò äàøð .y ⊆ b øîåìë ,x ∈ b

,y ∈ b íéé÷ ,x ∈ b -å úéáéèéæðøè b-ù ïååéëî ,äø÷î ìëáå ,y ∈ x åà y = x ïëì α úà øãñî ∈ ñçéäå
.y úøéçáì äøéúñá

àùéø àéä b-ù ïååéëîå ,x < y ∈ b æà x ∈ y ∈ b íà éë úéáéèéæðøè àéä b æà A ìù àùéø àéä b íà .á
.α ≥ øãåñ àéä b 'à éôì ïëì .x ∈ b íâ

éë α ìù àùéø àéä øãåñ àéä b-ù ïååéëî .b α íâå b ⊆ α úéáéèéæðøè α-ù ïååéëî æà α > øãåñ b íà
.γ ∈ b øîåìë γ < b ïëìå γ < δ < b æà γ < δ ∈ b íà

.β ∈ α åà α ∈ β åà α = β α, β ìëì .èôùîèôùîèôùî .134
åà y = β ïëå ,y ∈ α åà y = α ,'à133 éôì .úéáéèéæðøè äöåá÷ àéä y 'á127 éôì .y = α ∩ β éäé .äçëåääçëåääçëåä
ïëìå y ∈ β íâå y ∈ α íéé÷ ,úøçà .èôùîä úàöåú úîéé÷ æà ,úåðåéååéùä ãçà úåçôì íéé÷ íà .y ∈ β

.åîöò ìù øáéà åðéà α ìù øáéà óà éë ïëúé àì äæ áöî .y ∈ α ∩ β = y

.∈-ì ñçéá A ìù éøòæîä øáéàä àåä
⋂

A æà íéøãåñ ìù ä÷éø àì ä÷ìçî A íà .èôùîèôùîèôùî .135
ìëì ,'à133 éôìå ,β ∈ A ìëì α ⊆ β éë øåøá .α-á åðîñðù øãåñ àåä

⋂
A 'à133-å 'á127 éôì .äçëåääçëåääçëåä
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øáéàä àåä α æà α = β åäùìë β ∈ A øåáò íà .A-ì òøìî íñç α ïëìå ,α ∈ β åà α = β íéé÷ β ∈ A

.130-ì äøéúñá ,α ∈ ⋂
A = α ïëìå ,α ∈ β β ∈ A ìëì íéé÷ ,úøçà .A ìù éøòæîä

.∈ é"ò áèéä äøåãñ On íéøãåñä ìë ú÷ìçî .èôùîèôùîèôùî .136
.135-å 134 ,íéøãåñä úåéáéèéæðøè ,130 éôì .äçëåääçëåääçëåä

β = α -ù åúåòîùî β ≤ α íâ æàå ,<-á íâ íéøãåñä ïéá ∈ øãñä úà ïîñð .íéøãåñä ìù øãñäíéøãåñä ìù øãñäíéøãåñä ìù øãñä .137
íéé÷ àìå α ∈ α ∪ {α}-ù ïáåîá ,α ìù á÷åòä àåä α ∪ {α} äæ øãñá .β ∈ α ∪ {α} øîåìë ,β ∈ α åà

.β  α ííà β < α -å ,β ⊆ α ííà β ≤ α íéé÷ 'à133 øåàì .α < β < α ∪ {α} -ù êë β

.äöåá÷ äðéà On íéøãåñä ìë ú÷ìçî .äð÷ñîäð÷ñîäð÷ñî .138
.130-ì ãåâéðá ,On ∈ On íéé÷ äéä ïëìå øãåñ On äúéä 136-å 132 éôì æà äöåá÷ On äúéä åìéà .äçëåääçëåääçëåä

.øãåñ àéä íéøãåñ ìù úéáéèéæðøè äöåá÷ ìë .à .úåð÷ñîúåð÷ñîúåð÷ñî .139
éøòæîä øãåñä àéä

⋃
A øîåìë ,A ìù ïåéìòä íñçä àåäù øãåñ àéä

⋃
A A íéøãåñ úöåá÷ ìëì .á

.A-á íéøãåñä ïî ãçà ìëî äååù åà ìåãâ àåäù
.116-å 136-î òáåð .à .äçëåääçëåääçëåä

β ≥ α íà ,éðù ãöî .A-á øãåñ ìëî äååù åà ìåãâ
⋃

A 'à133 éôì .øãåñ àåä
⋃

A 'à-å 132 ,'à127 éôì .á
'à133 éôìå ,β ⊇ ⋃

A ïëìå α ∈ A ìëì β ⊇ α íéé÷ úéáéèéæðøè äöåá÷ β-ù ïååéëî æà α ∈ A ìëì
.β ≥ ⋃

A

.s(α) -á íâ åðîñðå α-ì á÷åòä øãåñä-ì á÷åòä øãåñä-ì á÷åòä øãåñä àø÷ð α ∪ {α} øãåñä .à .äøãâääøãâääøãâä .140
.åäùìë β øãåñ øåáò α = s(β) íà á÷åò øãåñá÷åò øãåñá÷åò øãåñ àø÷ð α .á

.0-á íâ ïîñð ∅ øãåñä úà .â
.éìåáâ øãåñéìåáâ øãåñéìåáâ øãåñ àø÷ð á÷åò åðéàå 0 åðéàù øãåñ .ã

.s(α)-å α ïéá øãåñ íåù ïéàå ,α < s(α) .à .äîìäîìäîì .141
.β < γ < α -ù êë γ íéé÷ β < α ìëìå α 6= 0 ííà éìåáâ àåä α øãåñ .á

íéé÷ àì íâå ,α = β åà α < β øøåâ äæ éë ,α < β ∪ {β} íéé÷ àì æà β < α -å éìåáâ α íà .á .äçëåääçëåääçëåä
.β < γ < α íéé÷ γ = β ∪ {β} øåáò êë .β ∪ {β} < α ïëìå ,á÷åò åðéà α éë ,α = β ∪ {β}

æà α = s(δ) íà éë ,á÷åò åðéà α æà β < γ < α -ù êë γ íéé÷ β < α ìëìå α 6= 0 íà ,éðù ãöî
.'à-ì ãåâéðá ,δ < γ < α = s(γ) -ù êë γ íéé÷ åðúçðä éôìå δ < α

.á÷åò åà 0 àåä åðîî ïè÷ä øãåñ ìëå á÷åò åà 0 àåäù øãåñ àåä α íà éôåñ øãåñéôåñ øãåñéôåñ øãåñ àø÷ð α .äøãâääøãâääøãâä .142
N íééòáèä íéøôñîä ú÷ìçî óåñðéàä úîåéñ÷à éôì .íééôåñä íéøãåñë íééòáèä íéøôñîä úà øéãâð

.ω-á íâ åðîñðù ,øãåñ àéä N 'à139-å 'à143 éôì ïëìå ,äöåá÷ àéä

.éôåñ àåä íâ β < α øãåñ ìë æà éôåñ øãåñ α íà .à .äîìäîìäîì .143
.éôåñ øãåñ àåä s(α) íâ æà éôåñ øãåñ àåä α íà .á

:úåàáä åðàéô úåîåéñ÷à øçà íéàìîî ,íééôåñä íéøãåñä øîåìë ,íééòáèä íéøôñîä .èôùîèôùîèôùî .144
.s(n) 6= 0 .à

.m = n æà s(m) = s(n) íà .á
úà äìéëî A æà s(n) ∈ A íâ æà n ∈ A íà n éôåñ øãåñ ìëìå ,0 ∈ A íà .äéö÷åãðéàä úîåéñ÷à .â

.íééôåñä íéøãåñä ìë
α 6= 0 .A-á åðéàù éøòæîä éôåñä øãåñä α éäé ,íééôåñä íéøãåñä ìë úà äìéëî äðéà A íà .â .äçëåääçëåääçëåä
éôì ,ïëìå ,β ∈ A íéé÷ α úåéøòæî éôì .'à143 éôì éôåñ àåäù ,β øãåñ ìù á÷åò àåä α ïëì .0 ∈ A éë
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.α úøéçáì äøéúñá ,α = s(β) ∈ A íâ ,A ìò åðúçðä

.áèéä úåøåãñä úåöåá÷ä ìù íéøôñîä íä íéøãåñä íéøôñîäù øîåàä èôùîì íéòéâî åðà úòë
àø÷ð äæ øãåñ .α -ì äîåã A -ù êë α ãéçé øãåñ íéé÷ A áèéä äøåãñ äöåá÷ ìëì .èôùîèôùîèôùî .145

.A ìù øãåñäøãåñäøãåñä íâå ,A ìù øãñä ñåôéèøãñä ñåôéèøãñä ñåôéè
é"ò A ìò äéñøå÷øá F äéö÷ðåô øéãâð .äçëåääçëåääçëåä

F (x) = {F (y) | y < x} (∗)
àåä F (y) y < x ìëì ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì .øãåñ àåä F (x) éë ,x ìò äéö÷åãðéàá ,çéëåð úéùàø
óâà ,'à139 éôì ,ïëìå úéáéèéæðøè äöåá÷ úàæù äàøð .íéøãåñ ìù äöåá÷ àåä (∗) ìù ïéîé óâà ïëìå ,øãåñ
u = F (z) F (y) úøãâä éôì .(∗) ìù ïéîé óâà ìù F (y) øáéà ìù øáéà u éäé .øãåñ àåä (∗) ìù ïéîé

.(∗) ìù ïéîé óâàá àåä u = F (z) ïëìå z < x íéé÷ z < y < x -ù ïååéëî .åäùìë z < y øåáò
,'à139 éôì ,ïëìå úéáéèéæðøè àéä Range(F ) éë äàøð .íéøãåñ ìù äöåá÷ àéä Range(F ) -ù åðéàø êë
éôì ,æà .åäùìë x ∈ A øåáò u ∈ F (x) øîåìë ,Range(F ) ìù øáéà ìù øáéà u éäé .α øãåñ àéä

.u ∈ Range(F ) íâ ïëìå ,åäùìë y ∈ x øåáò u = F (y) F (x) úøãâä
.F (y) ∈ F (x) æà y < x íà F úøãâä éôì éë ,ïåéîéã ú÷úòä àéä F

G-å α ìò A-î F ïåéîéã úå÷úòäå α < β íéøãåñ éðù íéîéé÷ù çéðð .ãéçé àåä α øãåñä éë äúò äàøð
åëøòå FG−1 íåçúá àåä α α ∈ β -ù ïååéëî .α ìò β-î ïåéîéã ú÷úòä àéä FG−1 æà ,β ìò A-î
äéö÷ðåô ìëìù øîåàä 119 èôùîì ãåâéðá ,FG−1(α) < α øîåìë ,α àåäù FG−1 çååèá àåä FG−1(α)

.F (α) ≥ α íéé÷ øãñ úøîåù F

A ìù A′ ùîî àùéø ìëì æà B äøåãñ äöåá÷ ìò A äøåãñ äöåá÷ ìù ïåéîéã ú÷úòä F éäú .äîìäîìäîì .146
.B ìù ùîî àùéø àéä F ([A′])

x ∈ A′ íéé÷ v ∈ F [A′] -ù ïååéëî .u < v ∈ F [A′] éäé .B ìù àùéø àéä F [A′] -ù äàøð äìéçú .äçëåääçëåääçëåä
æà y ≥ x íà .u = F (y) -ù êë y ∈ A íéé÷ B ìò àéä F -ù ïååéëî .v = F (x) -ù êë

y ∈ A′ íâ àùéø A′-ù ïååéëî .y < x ïëìå ,åðúçðäì ãåâéðá ,u = F (y) ≥ F (x) = v

.B ìù àùéø àéä F [A′]-å ,u = F (y) ∈ F [A′] -å
äàøð .x ∈ A \A′ íéé÷ A ìù ùîî àùéø àéä A′-ù ïååéëî .B ìù ùîî àùéø àéä F [A′]-ù äàøð úòë
ãç F -ù ïååéëîå ,F (y) = F (x) -ù êë y ∈ A′ íéé÷ äéä F (x) ∈ F [A′] äéä åìéà .F (x) 6∈ F [A′] éë

.A \A′ ìù øáéàë x úøéçáì ãåâéðá ,x = y ∈ A′ íéé÷ úéëøò ãç

ñåôéè àåä β ííà β < α ,β øãåñ ìëì æà ,A áèéä äøåãñ äöåá÷ ìù øãñä ñåôéè α íà .èôùîèôùîèôùî .147
.A ìù ùîî àùéø ìù øãñä

äîì éôìå ,α ìù ùîî àùéø àéä β æà β < α íà .A ìò α ìù F ïåéîéã ú÷úòä úîéé÷ ïåúðä éôì .äçëåääçëåääçëåä
øãñä ñåôéè àéä β ïëìå F [β] ìò β ìù ïåéîéã ú÷úòä àéä F ¹ β .A ìù ùîî àùéø àéä F [β] 146

.F [β] ìù
èôùî éôì ,ïëìå α ìù ùîî àùéø àéä F−1[B] 146 èôùî éôì æà A ìù ùîî àùéø àéä B íà ,éðù ãöî
ñåôéè àåä γ ,γ ìò B ìù ïåéîéã ú÷úòä àéä F−1 ¹ B-ù ïååéëî .γ < α øãåñ àéä F−1[B] 'á133

.β = γ < α æà B ìù øãñä ñåôéè àåä β íà ïëì .B ìù øãñä

íéøöåé åðà øùàëå ,äöåá÷ä ìù "êøåà"ä àåä áèéä äøåãñ äöåá÷ ìù øãåñäù èôùîä úà çéëåð úòë
.øúåé ïè÷ äìù øãåñäù äöåá÷ä íãå÷ úøîâð æà áèéä úåøåãñ úåöåá÷ éúù ïéá ïåéîéã ú÷úòä

úîéé÷ æà .α, β äîàúäá ,íä ïäìù øãñä éñåôéèù áèéä úåøåãñ úåöåá÷ A,B äðééäú .èôùîèôùîèôùî .148
.α ≤ β ííà B ìù àùéø ìò A ìù ïåéîã ú÷úòä
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.B ìò β ìù ïåéîéã ú÷úòä G-å A ìò α ìù ïåéîã ú÷úòä F äðééäú .äçëåääçëåääçëåä
.GF−1[A] = G[F−1[A]] = G[α] ïëìå ,Range(F−1) = α ⊆ β = Dom(G) æà α ≤ β íà

.B ìù àùéø ,146 éôì ,àéäù G[α] ìò A ìù ïåéîéã ú÷úòä ,ïë íà ,àéä GF−1

,Range(F ) = A = Dom(H) -ù ïååéëî ,æà B ìù D àùéø ìò A ìù H ïåéîéã ú÷úòä úîéé÷ íà
.β êåúì α ìù øãñ úøîåù ä÷úòä àéä G−1HF íâå ,D ìò α ìù ïåéîéã ú÷úòä àéä HF

146 éôì .G−1[D] ìù øãåñä àåä α ïëìå ,Range(G−1HF ) = G−1[Range(HF )] = G−1[D]
,G−1[D] ìù øãåñä àåä δ êë .β ≥ δ øãåñ àåä G−1[D] ,'á133 éôì ,ïëìå β ìù àùéø àåä G−1[D]

.α = δ ≤ β ,145 éôì ,íéé÷ G−1[D] ìù øãåñä àåä α íâù ïååéëîå
R é"ò B ìò äøùåîä ñçéääøùåîä ñçéääøùåîä ñçéä íùá .B-ì A-î ò"çç ä÷úòä F éäúå A ìò åäùìë ñçé R éäé .äîìäîìäîì .149
S æà A ìò øãñ ñçé àåä R íà .B ìò S = {〈F (x), F (y)〉 | xRy} ñçéì íéàøå÷ åðà F úåòöîàá
àåä S íâ æà A ìò áåè øãñ ñçé àåä R íà .B ìò A ìù ïåéîéã ú÷úòä àéä F -å B ìò øãñ ñçé àåä

.B ìò áåè øãñ ñçé
.α ¹ A íéé÷ àìù êë α øãåñ íéé÷ A äöåá÷ ìëì .Hartogs èôùîèôùîèôùî .150

íéáåè íéøãñá úåøãåñî ïäùë A-ì úåé÷ìçä úåöåá÷ä ìù øãñä éñåôéè ìë úöåá÷ W éäú .äçëåääçëåääçëåä
.(íéðåù íéáåè íéøãñá úøãåñî àéä øùàë íéáø øãñ éñåôéè úåéäì íéìåëé B ⊆ A äöåá÷ì) íäùìë
äúéä åìéà .α 6¹ A éë äúò äàøð .W éøáéà ìëî ìåãâ α æà W ìù

⋃
W ïåéìòä íñçä ìù á÷åòä α éäé

ìò < áåè øãñ ñçé íéé÷ 149 éôì .A-ì úé÷ìç B äöåá÷ ìò α ìù ò"çç F ä÷úòä úîéé÷ äúéä α ¹ A

,α ∈ W -å ,〈B, <〉 ìù øãñä ñåôéè àåä α ïëì .〈B,<〉 ìò 〈α,<〉 ìù ïåéîéã ú÷úòä àåä F -ù êë B

.W éøáéà ìëî ìåãâ α-ù êëì äøéúñá
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